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U predavanju se osvréemo na hronologiju postepenog uvodjenja koncepta kom-
pleksnog broja. Posebno ¢emo izdvojiti direktne posledice pojedinih zakljucaka.
Koristimo uobicajene oznake za skupove brojeva.

1.1 Ars Magna

Centralna licnost nase price je Dirolamo Kardano, renesansni lik koji je, izmedju
ostalog, svojoj burnoj biografiji godine 1545. dodao objavljivanje knjige Ars Magna®.
Ovo delo je, uz Bombelijevu knjigu L’Algebra objavljenu 1572. godine, najznadajnije
matematicko izdanje od antickih vremena do kraja XVI veka.

U knjizi Ars Magna, Kardano je objavio izvodjenje formula za reSenje opste
algebarske jednacine treceg i Cetvrtog stepena. Zanimljivo, u formulama se javljaju
"fiktivna"i "nemogucéa'resenja koja danas ne smatramo ni fiktivnim ni nemogudcim.
Konkretno, Kardanova epoha ne poznaje nulu kao broj, niti negativne brojeve. Ipak,
upravo na osnovama Ars Magne, Bombeli izvodi aritmeti¢ke operacije negativnim
brojevima, pa ¢ak i pravila manipulisanja veli¢inama kod kojih se pod korenom nalazi
negativan broj.

U nastavku ¢emo koristiti savremene oznake uz napomenu da u Kardanovo
vreme notacija nije bila razvijena, te su se postupci i formule navodili opisno.

Smatra se da je koren iz negativnog broja prvi put eksplicitno naveden u reSenju
problema podele broja 10 na dva dela &iji proizvod daje 40. Kardano resenje smatra
beskorisnim, ali ga ipak navodi:

T12 = 5+ vV —15.

1.2 Kubna jednacina

Formula za reSenja kvadratne jednacine bila je poznata od VII veka (ako ne
i ranije) kada je izloZena u radu indijskog matemati¢ara Bramagupte. Pogodnim
smenama opsta jednacina treeg stepena koja ima barem jedno pozitivno resSenje
moZe se svesti na jedan od oblika 2 +mz = n ili 23 = ma + n, za neke pozitivne
brojeve m i n. S obzirom da su se negativna reSenja sve do druge polovine XVI
veka smatrala fiktivnim /neupotrebljivim, jednaina oblika 2% + mx +n = 0 se nije
ni resavala.

Pri tome, oblik 23 = mx + n je teZi za refavanje i, razumljivo, odgovarajuéa
formula je pronadjena nesto kasnije nego formula za redavanje jednacine z3 +mx =
n. U modernoj notaciji, za 2 = ma + n redenje koje je Kardano objavio glasi

5oy -5+ {5 -VGE) - (5)
x=1\l= -] = (= —— e e I
2 2 3 2 2 3
Na primer, redenje jednaline z3 = 152 + 4 (posmatrane u Bombelijevoj algebri
iz 1572. godine) je

r= {24 V=131 + (/2 - Vo3I,
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1.3 Aritmetika kompleksnih brojeva

Zanimljivo, resenja ove jednacine su realna. Jedno od njih, z = 4 je Bombeli izveo
manipuliduéi gornjom formulom (preostala dva re$enja su —2 4+ v/3). To je prvi
primer racuna u kojem se algebarske operacije izvode nad izrazima kod kojih se
javlja negativna potkorena velicina.

Luka Pacoli je u drugoj polovini XV veka tvrdio da kubne jednacine oblika
22+ mz = nili 2 = mx + n nije moguce rediti tada poznatim metodama.
Ipak, izgleda da je del Fero jo$ krajem XV veka reio jednadinu x® + mx = n, a
moguce je da je postojala beleznica u kojoj je del Fero izveo formule za resenje
oba problema. U to vreme znanja su se sakrivala od "neupucenih"i Cesti su bili
"matematicki dvoboji'u kojima je pobednik odnosio slavu. Povodom jednog takvog
dvoboja Tartalja je otkrio formule koje e biti objavljene u Kardanovoj Ars Magni.
Cak je poznato da se to desilo 12. i 13. februara 1535. godine?. lako je Tartalja
svoje otkri¢e ljubomorno Cuvao, Kardano je nekako uspeo da ga nagovori da mu
otkrije tajnu formulu. Nakon dugotrajnog odlaganja, Tartalja je, verovatno dobivsi
nesto zauzvrat, otkrio Kardanu formulu, uz uslov da je ovaj ne objavi. Ipak, Kardano
je, nakon uvida u del Ferovu beleznicu, koju je nakon del Ferove smrti preuzeo jedan
od njegovih ucenika odlucdio da prekrsi obecanje dato Tartalji, Sto mu ovaj nikad
nije oprostio.

Za nas je vazno da napomenemo da Kardanove formule u opstem slucaju daju
veoma komplikovan izraz i da su, sa prakti¢nog stanovista, odgovarajuéi iterativni
postupci nalazenja priblizne vrednosti korena Cesto efikasniji od upotrebe formula.
Na primer, x = 1 je ocigledno redenje jednacine 22 = 5x — 4, a Kardanova formula

daje
xr = f'/—Q—&- —17/27 + Q/—Q —/=17/27.

Ipak, formule objavljene u Ars Magni predstavljaju prvo veliko otkri¢e u algebri
nakon visevekovne stagnacije. Pri tome, njima se, kao sto je viSe puta receno, uvodi
racun sa izrazima kod kojih je potkorena veli¢ina negativna.

Pouka: Premda se uvodjenje kompleksnih brojeva motivise reSavanjem jednacine
22 4+ 1 = 0, kao $to smo videli, kubna jednacina je odigrala znadajniju ulogu u toj
epizodi matematicke povesti.

Racun sa velicinama koje sadrze korene iz negativnih brojeva je stagnirao vise
od sto godina nakon objavljivanja Ars Magne. O tome svedodi i prepiska Hajgensa i
Lajbnica iz 1673. godine u kojoj Hajgens iskazuje ¢udjenje i nevericu nad jednakos¢u

\/1+¢T3+\/1—ﬁ=\f6.

1.3 Aritmetika kompleksnih brojeva

Veé smo napomenuli da je prve korake u razvoju aritmetike kompleksnih brojeva
ucinio Bombeli. U stvari, on je znacajno unapredio notaciju i od opisnog objasnja-
vanja presao na simbole. Slovo R je koristio za kvadratni koren, radix quadraticus,
a R? za kubni koren, radix cubus, p je simbol sabiranja, m oduzimanja, a zagrade
uokviruju izraz na koji se odnosi posmatrana operacija. Tako je u Bombelijevoj

algebri
\ 4+ V6~ R[4pR6|, (/24 V0 — 121 «w R3|2pR|0m121]].

2Reforma Starog", julijanskog kalendara je izvréena 1582. godine.




1.4 Dve magije kompleksnih brojeva

Tokom XVIII veka objavljeno je mnogo formula u kojima se javljaju kompleksni
brojevi. Najslavnija je, svakako, Ojlerova formula €?* = cosz + isinz, = € R, iz
koje sledi, na primer, de Muavrova formula (cosz + isinx)™ = cosnz + isinnz,
n € Z. Oznaku i = v/—1 uveo je Ojler 1748. godine.

Naziv imaginarni broj za koren negativnog broja je u vezi sa Siroko rasprostranje-
nim misljenjem da se ove velicine javljaju samo tokom izvodjenja racunskih operacija
i nekako se ponistavaju na kraju racuna. Evo ilustrativnog primera.

Dokazati da je proizvod zbira kvadrata dva cela broja jednak zbiru kvadrata dva
cela broja. Vazi:

(> + 63 (A +d?) = (a+bi)(a—bi)(c+ di)(c— di)
= (a+bi)(c+di)(a—bi)(c—di) =u®+v?

gde je u = ac — bd, v = ad + bc.

Tek sa geometrijskom interpretacijom kompleksnih brojeva afirmisu se Bom-
belijevi postupci sabiranja i mnozenja kompleksnih brojeva. Time se (u XIX veku)
otvaraju vrata za sistematsko proucavanje kompleksnih brojeva. Pozicioniranje kom-
pleksnih brojeva u koordinatnom sistemu koristili su Vesel i Argan, no tek je Gaus
1831. godine tu ideju produbio i definisao aritmetiku kompleksnih brojeva3. Ot-
prilike u isto vreme, Hamilton razvija aritmetiku kompleksnih brojeva posmatrajuci
kompleksan broj kao uredjen par realnih brojeva, pa se element skupa kompleksnih
brojeva z € C identifikuje sa odgovarajuéim izrazom a + ib, a,b € R.

Podsetimo se, algebarske operacije kompleksnim brojevima se uvode na ocekivan
nacin, pri ¢emu se deljenje realizuje racionalisanjem imenioca. Detalje ostavljamo
za vezbu. Ovo se odnosi i na polarnu reprezentaciju, z = re'®, r > 0, ¢ € (—, 7.
Predstavljanje kompleksnih brojeva u ravni omogucava fromulisanje jednostavne
geometrijske interpretacije zbira i proizvoda kompleksnih brojeva.

Nije tesko dokazati da skup kompleksnih brojeva sa operacijama sabiranja i
mnozZenja ima strukturu polja. Za razliku od polja realnih brojeva, u kojem postoji
totalno uredjenje, u polju kompleksnih brojeva nije moguée uvesti relaciju totalnog
poretka.

1.4 Dve magije kompleksnih brojeva

Osvrnuéemo se samo na magiju izraCunavanja korena pojedinih brojeva i na
magiju reSavanja algebarskih jednacina.

Skup realnih brojeva nije dovoljan da obuhvati veli¢inu &iji je kvadrat jednak
nekom negativhom broju. Tu je situacija sli¢na onoj koja nastupa kada se ustanovi
da skup razlomaka ne obuhvata velicinu ciji je kvadrat jednak broju 2, na primer. U
oba slucaja se postojeca struktura na konzistentan nacin prosiruje do nove strukture
unutar koje postoji reSenje posmatranog problema. U iskusenju smo da pomislimo
kako ¢e se ista prica ponoviti pri pokusaju da za neki posebno odabran kompleksni
broj odredimo veli¢inu koja pomnoZena sa sobom daje taj broj. Medjutim, to se
nee desiti. Kakav god kompleksni broj z da izaberemo, uvek postoji kompleksni
broj w tako da je w? = z. U stvari, ako je z = a + ib, onda je w? = z za

w::t<\/; (a+ a2+b2)+i\/; (—a—|— a2+b2)>.

3Smatra se da je Gaus prvi upotrebio naziv kompleksni broj




1.4 Dve magije kompleksnih brojeva

Na primer, za z = ¢ formula daje w = :I:g(l—l-i). Primetimo da postupak mozemo
da nastavimo i nadjemo v € C za koje je v? = w.

Dakle, u ovom novom sistemu, skupu kompleksnih brojeva svaki broj ima kva-
dratni koren (ima ih, u stvari, dva). Ovo je samo poletak magije. Umesto kva-
dratnog korena moZze se posmatrati ma koji realan koren kompleksnog broja (izuzev
nule, kada se posmatra negativan koren). Pri tome se realan koren definise kao $to
je to uradjeno u skupu realnih brojeva. Stavide, nakon preciznog uvodjenja stepe-
novanja kompleksnog broja kompleksnim brojem, o ¢emu se studenti upoznaju na
kursevima kompleksne analize, ispostavlja se da je rezultat kompleksnog korenova-
nja kompleksnog broja takodje kompleksan broj. Prva magija je dakle zatvorenost
u odnosu na korenovanje - svojstvo koje nemaju ni racionalni ni realni brojevi.

Korenovanje kompleksnih brojeva imalo je ulogu u konstrukciji pravilnog 17-
stranog poligona (heptadekagon) Sestarom i lenjirom koju je dao 19-ogodi$nji Gaus
1796. godine.

Druga magija izrazava se fundamentalnom teoremom algebre:

Teorema 1.1. Svaki kompleksni polinom pozitivnog stepena ima onoliko nula koliki
je njegov stepen.

Zainteresovani ¢italac moze da proudi dokaz u [1]. U dokazu se koristi: ne-
prekidnost polinoma, Vajerstrasova teorema o neprekidnim funkcijama, ¢injenica da
za svaki kompleksan broj z postoji njegov n—ti koren, to jest w € C takav da je
w"™ = z,n € NiD'Alamberova lema koja tvrdi da, ako je P(z) polinom i P(zy) # 0,
onda u svakoj okolini tatke zy postoji w tako da vazi: |P(w)| < |P(zo)].

Ekvivalentno tvrdjenje glasi: Svaki nekonstantni polinom sa kompleksnim koe-
ficijentima ima barem jednu nulu u polju kompleksnih brojeva.

Ova teorema ima dugu istoriju, a konacno je dokazana tokom XIX veka. Di-
rektna posledica fundamentalne teoreme algebre je faktorisanje polinoma na linearne
Cinioce, sli¢no rastavljanju celih brojeva na proste &inioce (5to se naziva fundamen-
talnom teoremom aritmetike). Naime, svaki polinom P, (z) stepena n € N se moze
predstaviti kao proizvod tacno n faktora

P.(2)=(z—21)(z— 22) ... (2 — zn),

pri ¢emu su kompleksni brojevi zi, k = 1,2,..., n reSenja jednacine P, (z) = 0. Pri
tome, neki od brojeva zx mogu da budu jednaki.

U polju realnih brojeva proizvoljna kvadratna jednacdina drugog stepena ne mora
da ima resenja u tom polju, odnosno odgovarajuéi polinom drugog stepena ne mora
da ima nule (korene) u skupu R (faktorizaciju na linearne Cinioce). Nasuprot tome,
u polju kompleksnih brojeva svaki polinom stepena n sa kompleksnim koeficijentima
ima n korena (jednakih ili razli¢itih) u polju kompleksnih brojeva.

Ars magna sadrzi formule za korene polinoma drugog, treceg i Cetvrtog stepena.
Za polinom petog stepena ne samo da nije postojala odgovarajuéa formula u toj
knjizi, nego je tek fundamentalnom teoremom algebre dokazana egzistencija korena
u polju C, dakle otprilike 3 veka nakon objavljivanja Ars Magne.

Konacno, rezultati teorije grupa impliciraju da se koreni opste algebarska jed-
nacina stepena n > 5 ne mogu dobiti formulom pomocu koeficijenata, algebarskih
operacija i korenovanja. Ovaj rezultat je poznat u algebri kao Abel-Rufini teorema
koju je Abel dokazao 1823. godine. Nezavisno od Abela, istu teoremu je dokazao
Galoa, a objavljena je posthumno 1846. godine, 14 godina nakon njegove smrti.




1.5 Korenovanje kao visSeznacna funkcija

Citaocu skre¢emo paznju na filozofski problem. Formula za koren alegebarske
jednadine nije pronadjena jer nije ni mogla biti pronadjena. Potraga za reSenjem
nekog problema podrazumeva sasvim drukdiji pristup nego dokazivanje da taj isti
problem ne moZze biti resen.

1.5 Korenovanje kao viseznacna funkcija

Uporedjujuéi odgovarajuée razvoje u stepeni red, Ojer je 1740-tih godina izveo
formulu € = cosx + isinx, x € R (formula je objavljena u Ojlerovom udZbeniku
1748. godine).

Iz ove formule sledi da je eksponencijalna funkcija periodi¢na sa periodom 27i
kao i da je

(cosx +isinz)™ = ™" = cosnx +isinnz, ncN.

Prema tome, za zadato n € N, jednacina 2" = 1 ima n razliCitih resenja u

kompleksnoj ravni:

2wk 2k
zk:cosi—&—isini, k=0,1,...,n—1. (1)
n n

Ove tacke u kompleksnoj ravni leze na jedini¢noj kruznici i mogu se intepretirati
kao temena pravilnog n-tostranog poligona.

Tako, jednacina 2™ — 1 = 0 ima n kompleksnih reSenja. Ovo je poseban slucaj
fundamentalne teoreme algebre.

Cinjenica da jednadina 2" = w za zadati broj w € C i ceo broj n > 2 ima
vide redenja znadi da je funkcija f : w — w!/" videznagna. Opétije, stepenovanje
kompleksnog broja kompleksnim brojem je viSeznacna funkcija, Sto sledi iz polarne
reprezentacije kompleksnog broja i periodi¢nosti eksponencijalne funkcije. Ovo je
u o$trom kontrastu sa stepenovanjem/korenovanjem realnih brojeva. Prema tome,
svojstva koja su posledica jedinstvenosti ovih operacija u skupu realnih brojeva (ja-
sno, u slu¢aju kada su one dobro definisane), u opstem slu¢aju ne vaze za kompleksne
brojeve. Tu spadaju na primer formule (ab)® = a*b*, (a*)¥ = a™¥, koje vaze kada
a,b,x,y € R, ali ne vaze za sve a,b,z,y € C.

Na kraju navodimo da se kompleksni brojevi sustinski primenjuju u algebarskoj i
analiti¢koj teoriji brojeva, realnoj analizi (teoriji brojevnih i stepenih redova, nesvoj-
stvenih integrala,...), teoriji funkcija kompleksne promenljive, kao i u oblastima izvan
Ciste matematike: teoriji upravljanja, dinamici fluida, elektromagnetizmu, signalnoj
analizi, kvantnoj mehanici...

1.6 Vezbe i pitanja za ponavljanje gradiva

1. Razjasniti slede¢e paradokse:

a) —l=i-i=/—1y/-1=+/(-1)(-1)=v1=1.

b) Iz 2™ =1, k € Z, sledi e = ee?™F = e!T27k pa je

. . . 4212
e — 61+27r1k _ (61+27r1k)1+27r2k — e1+47mk 474k , Vk c 7.

Kako je ™ =1, k € Z, dobija se

252 4212
e=ee M 1=K VEeZ
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Dobijena formula je ta¢na samo za kK = 0. Za k = 1, na primer, dobija
se ed™ = 1.

2. Utvrdi gradivo uz pomoc¢ sledecih pitanja.
a) Kako se zove najznaéajnije Kardanovo matematicko delo, kada je obja-
vljeno i po ¢emu je narocito poznato?
b) Kako se zove Bombelijeva knjiga i po ¢emu je ona znacajna?

c) Po &emu se posebno razlikuje polje kompleksnih brojeva u odnosu na po-
lja racionalnih i realnih brojeva (5to smo u tekstu nazvali prvom magijom
kompleksnih brojeva)?

d) Kako glase Ojlerova formula i fundamentalna teorema algebre?
e) lzvesti formulu (1) za resenja jednazine 2" = 1.

f) Po &emu je specifi¢no korenovanje, odnosno stepenovanje kompleksnih
brojeva? Navesti primer koji ilustruje tu specifi¢nost.
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